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Résumé
On résout le problème du ∂¯ dans un domaine q-convexe pour les formes différentielles
dont les coéfficients sont des fonctions différentiables au sens de whitney.
Abstract
We solve the ∂¯-problem on q-convex domain for forms witch coefficients are differen-
tiable functions in the sense of Whitney.
Mots clés. Domaine q-convexe ∂¯, fonctions différentiables au sens de Whitney.
Classification mathématique 2010 : 32F32.
0.1 Introduction
Dans ce papier nous cherchons à étendre les résultats de Dufresnoy dans [1] à des
domaines q-convexes de Cn. Le passage de la pseudoconvexité à la q-convexité nous
oblige à affaiblir l’hypothèse (λ) de [1] en (λ′).
Soit Γ un fermé de Cn et W (Γ) l’espace des fonctions infiniment différentiables
au sens de Whitney sur Γ , qui s’identifie au quotient C
∞(Cn)
F(Γ)
où F(Γ) désigne l’idéal
des fonctions identiquement nulles sur Γ ainsi que toutes leurs dérivées. W (p,r)(Γ) est
l’espace des formes différentielles de type (p, r) à coefficients dans W (Γ). Dans [1],
Dufresnoy a montré que si Γ possède la propriété (λ) i.e si pour tout R > 0 , il existe
une suite (ΩRν )ν d’ouverts pseudo-convexes de C
n telle que :
1. ∩ΩRν = ΓR={z ∈ Γ; |z| 6 R} ,
2. il existe p ( dépendant éventuellement de R ) tel que , 0 6 ε 6 1
2
, il existe ν
avec {z ∈ Cn; dist(z,Γ) 6 εp} ⊂ ΩRν ⊂ {z ∈ C
n; dist(z,Γ) < ε} ;
3. si R′ > R , pour tout µ , il existe ν0 tel que , si ν > ν0 , Ω
R
ν est holomorphi-
quement convexe dans ΩR
′
µ .
Alors pour tout w ∈ W (p,q)(Γ) , q > 1 avec ∂¯w = 0 , il existe α ∈ W (p,q−1)(Γ) telle
que ∂¯α = w.
Dans notre cas l’hypothèse (λ′) consiste à remplacer dans (λ) la pseudo-convexité
par la q-convexité et l’hypothèse iii. par la suivante :
iii. Si R′ > R , pour tout µ , il existe ν0 tel que , si ν > ν0 , les (0, q − 1)-
formes différentielles ∂¯-fermées dans ΩRν sont limites uniformes de (0, q − 1)-formes
différentielles ∂¯-fermées dans ΩR
′
µ .
Dans la suite on considérera les (0, r)-formes différentielles et on les notera r-
formes différentielles et l’espace W (0,r)(Γ) par W r(Γ).
Kohn [7] et L. Ho [4] ont obtenu respectivement une résolution globale du ∂¯ avec
estimation jusqu’au bord pour les domaines faiblement pseudoconvexes respective-
ment faiblement q-convexes , mais Ho [4] a établi ce résultat pour certains classes
d’ouverts q-convexes. Malgré le fait que ces classes ne contiennent pas tous les ou-
verts strictement q-convexes (remarque de V. Michel [8]) , on peut en utilisant ses
ouverts avoir une résolution globale dans le cas q-convexe du théorème principal de
Dufresnoy [1]. Ainsi on a :
Théorème 0.1.1 Soit Γ un fermé de Cn possédant la propriété (λ′) , alors pour tout
ω ∈ W r(Γ) , r > q telle que ∂¯ω = 0 , il existe α ∈ W (r−1)(Γ) tel que ∂¯α = ω.
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Pour avoir un résultat consernant une q-convexité qui contient tous les classes
d’ouverts strictement q-convexes, nous avons utilisé les résultats locaux de J.Brinkschulte
[6]. On obtient ainsi une version locale q-convexe du théorème principal dans [1] :
Théorème 0.1.2 Soit Γ un fermé de Cn possédant la propriété (λ′) et z0 ∈ Γ ,
alors il existe un système fondamental de voisinages U de z0 dans C
n et pour tout
f ∈ W r(Γ ∩ U¯) , r > q avec ∂¯f = 0 , il existe α ∈ W r−1(Γ ∩ U¯) telle que ∂¯α = f .
Notre papier est organisé comme suit : la section 2 concerne le résultat global
avec l’utilisation des résultats de Ho [4], la section 3 concerne la résolution locale
en utilisant ceux de J. Brinkschulte [6] et enfin dans la section 4 on donne quelques
exemples de ferrmés de Cn vérifiant la condition (λ′).
0.2 Résolution globale du ∂¯
0.2.1 Préliminaires
Soit Ω un domaine de Cn à bord lisse et ρ une fonction de classe C∞ définie
sur ∂Ω tel que ρ < 0 dans Ω et |∂ρ| = 1 sur le bord. ici L1, L2, . . . ., Ln sont les
coordonnées spéciales du bord prises sur un voisinage U de x0 ∈ ∂Ω i.e Li ∈ T
1,0
sur U ∩ Ω¯ avec Li tangentiel pour 1 6 i 6 n− 1 et 〈Li, Lj〉 = δij . Les duaux basics
des (1, 0) formes sont w1, w2, . . . ., wn avec wn = ∂ρ. Alors Cij = 〈Li ∧ L¯j , ∂∂¯ρ〉, i, j =
1, . . . ., n−1 est la forme de Levi associée à ρ. On note L2r(Ω) l’espace des r-formes à
coefficients dans L2(Ω) i.e
{
f :
∫
Ω
|f |2dν < +∞
}
avec f =
∑
|J |=r fJdz¯J une r-forme
et dν la mesure de Lebesgue. L2r(Ω, loc) l’espace des r-formes à coefficients de carré
localement intégrables sur tout compact de Ω. L2r(Ω, ϕ) =
{
f :
∫
Ω
|f |2e−ϕdν < +∞
}
et on note ‖f‖(ϕ) la norme associée issue du produit scalaire 〈f, g〉 =
∫
Ω
f g¯e−ϕdν.∂∗
est l’opérateur adjoint de ∂¯ dans l’espace L2r(Ω). A(r)(Ω) est l’espace des r-formes
différentielles dans Ω de classe C∞ jusqu’au bord et D(r)(Ω) l’espace des r-formes
différentielles de classe C∞ à support compact dans Ω.
Définition 0.2.1
Fonctions q-sousharmoniques ( cf [4].
Soit φ une fonction de classe C2 définie sur un domaine U j Cn. Pour chaque
q > 1 on définit une matrice carrée Φ(q)(x) d’ordre n!
q!(n−q)!
associée à φ. En fait les
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valeurs de la matrice sont les φIJ où I et J sont des q-uplets croissants d’entier entre
1 et n. On définit
φIJ(x) =

∑
i∈I
∂2φ
∂zi∂z¯j
siI = J,
εIiKε
J
jK
∂2φ
∂zi∂z¯j
siI = 〈iK〉, J = 〈jK〉, eti 6= j,
0sinon,
où 〈iK〉 est l’ordre croissant des indices de l’ensemble {i}∪K , et εIiK est le signe de
la permutation de iK à I , qui est égal à 0 si 〈iK〉 6= I.
On dit que φ est q-sousharmonique respectivement strictement q-sousharmonique
sur U j Cn si la matrice associée Φ(q)(x) est semi-définie positive respectivement
définie positive pour tout x ∈ U .
Domaine q-convexe (au sens de Ho cf [4] ).
Soit Ω un domaine à bord lisse de Cn et ρ une fonction définissante de Ω , alors
on dit que Ω est q-convexe si en chaque point x0 ∈ ∂Ω on a
′∑
K
n∑
i,j=1
∂2ρ
∂zi∂z¯j
uiKu¯jK ≧ 0pour touteq- formeu =
′∑
|K|=q
uKdz¯ktelle que
n∑
i=1
∂ρ
∂zi
uiK = 0
pour tout |K| = q − 1.
Le résultat ci-dessus est une adaptation de celui de Dufresnoy [1] (lemme 1) :
Lemme 0.2.2
Soit V un ouvert q-convexe borné de Cn et désignons pour tout ε > 0 par
V ε = {z ∈ V ; d(z, V c) > ε} où V c désigne le complémentaire de V dans Cn. Pour
toute r-forme f à coefficients dans C∞(V¯ ) telle que ∂¯f = 0 , il existe u ∈ C∞r−1(V )
telle que , pour tout s ∈ N et tout ε > 0, ‖u‖(s+1,V ε) 6
Ms
εs+1
‖f‖(s,V ) où Ms ne dépend
que du diamètre de V .
Précisons que
‖u‖2(s,V ) =
∑
|α|6s
∫
V
|Dαu|2dν.
Pour faire la preuve de ce lemme 0.2.2, on a besoin des deux résultats suivant :
Lemme 0.2.3 (cf lemme 2 de [1])
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Soit F1 et F2 deux fermés de R
n tels que d(F1, F2) > δ. Alors il existe ϕ ∈ C
∞(Rn)
telle que ϕ soit égale à 1 au voisinage de F1, ϕ soit nulle au voisinage de F2 et vérifie
de plus, pour tout multiindice α
sup
x∈Rn
|Dαϕ(x)| 6
N|α|
δ|α|
(où N|α| ne dépend pas de F1 et F2).
Ce résultat est une adaptation d’une version très particulière du
lemme 4.4.1 de [5], complété par la remarque de [5] page 87.
Théorème 0.2.4
Soit ϕ = |z|2 et U un ouvert q-convexe de Cn ; si f est une r-forme différentielle
à coéfficients dans L2(U) telle que ∂¯f = 0 , il existe ω une (r−1)-forme différentielle
telle que ∂¯ω = f ; ∂∗(e−ϕω) = 0 ; ‖ω‖ϕ 6 ‖f‖ϕ.
Preuve Lemme 0.2.2
Nous pouvons supposer, puisque ∂¯ est à coefficients constants, que 0 ∈ U et on
notera dans la suite ‖g‖(s,ε) (resp. ‖g‖(s)) au lieu de ‖g‖(s,Uε) (resp. ‖g‖(s,U)).
1. Le cas s = 0.
On désigne par χε une fonction égale à 1 au voisinage de U
ε et à support dans
U
ε
6 fournie par le lemme 0.2.3 ; et on désigne par u la solution de l’équation
∂¯u = f fournie par le théorème 0.2.4.
En remarquant que ‖χεu‖(1) > ‖u‖(1,ε) et que
‖χεu‖
2
(1) = ‖χεu‖
2 + ‖∂¯χεu‖
2 + ‖∂¯∗χεu‖
2
il suffit de montrer que ‖χεu‖
2 + ‖∂¯χεu‖
2 + ‖∂¯∗χεu‖
2 6
M20
ε2
‖f‖2. Il existe des
constantes µ et ν, ne dépendant que du diamètre de U telles que
‖χεu‖
2 6 ‖u‖2 6 µ‖u‖2ϕ 6 µ‖f‖
2
ϕ 6 ν‖f‖
2
donc
‖χεu‖
2 6 ‖u‖2 6 ν‖f‖2
d’autre part,
‖∂¯χεu‖
2 6 2{‖∂¯χε ∧ u‖
2 + ‖χε∂¯u‖
2} 6 2
{
N21
ε2
‖u‖2 + ‖f‖2
}
.
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soit encore
‖∂¯χεu‖
2 6
K21
ε2
‖f‖2.
Enfin, on a
∂¯∗χεu = χε∂¯
∗χεu+ [∂¯
∗, χε]u.
La condition ∂¯∗(e−ϕu) = 0 se traduit par le fait que ∂¯∗ agit sur u comme un
opérateur d’ordre 0 dont les coefficients sont majorés par une constante ne
dépendant que du diamètre de U et L1
ε
. On a donc :
‖∂¯∗(χεu)‖
2 6 2
{
L′21 ‖u‖
2 +
L21
ε2
‖u‖2
}
6 2
{
νL′21 ‖f‖
2 + ν
L21
ε2
‖f‖2
}
.
En ajoutant les trois termes, on obtient le résultat désiré.
2. Le cas général.
Nous avons montré que ‖χεu‖(1) 6
M0
ε
‖f‖.
Supposons qu’on ait démontré ‖χεu‖(s+1) 6
Ms
εs+1
‖f‖(s) et montrons qu’on peut
en déduire le même résultat pour s + 1, à savoir ‖χεu‖(s+2) 6
Ms+1
εs+2
‖f‖(s+1).
Soit donc Dα une dérivation d’ordre s+ 1 ; on a :
‖Dαχεu‖ 6
Ms
εs+1
‖f‖(s) 6
Ms
εs+2
‖f‖(s+2)(ε < 1);
d’autre part, comme dans le cas s = 0 ,
‖Dαχεu‖
2
(1) = ‖D
αχεu‖
2 + ‖∂¯Dαχεu‖
2 + ‖∂¯∗Dαχεu‖
2.
On a
∂¯Dαχεu = D
αχε∂¯u+D
α(∂¯χε ∧ u).
Pour le premier terme , on a
‖Dαχε∂¯u‖ 6 ‖χεf‖(s+1) 6
Ts+1
εs+1
‖f‖(s+1).
Pour le deuxième terme , grâce à la formule de Leibnitz, on a
Dα(∂¯χε ∧ u) =
∑
Cβα(D
β∂¯χε) ∧D
α−βu
et
‖(Dβ∂¯χε) ∧D
α−βu‖ 6
N|β|
ε|β|+1
‖Dα−βu‖(0,).
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Il suffit d’utiliser la récurrence pour avoir
‖Dα−βu‖(0,) 6
M|α−β|6
|α−β|
ε|α−β|
‖f‖(|α−β|−1).
Après sommation sur les multiindices β 6 α, on obtient
‖Dα(∂¯χε ∧ u)‖ 6
Ss+1
ε|β|+1+|α−β|
‖f‖(|α|) =
Ss+1
εs+2
‖f‖(s+1).
Par analogie pour ∂¯∗Dαχεu, on obtient le résultat cherché.

Pour faire la preuve de notre théorème 0.1.1 , on a besoin d’un résultat de réso-
lution du ∂¯ avec estimation jusqu’au bord. Ainsi Ho [4] a fait la résolution dans un
anneau et le résultat reste vrai dans un domaine q-convexe de Cn.
Théorème 0.2.5
Soit Ω1 et Ω2 deux domaines bornés de C
n de classe C∞ avec Ω¯2 ⊆ Ω1 tels que
Ω1 est (q − 1)-convexe et Ω2 est (n− q − 1)-convexe. Soit ̺ une fonction lisse sur Ω¯
telle que ̺ = |z|2 dans un voisinage de ∂Ω1 et −|z|
2 dans un voisinage de ∂Ω2. On
pose Ω = Ω1−Ω2 , alors pour n > 3 et 1 6 q 6 n−1 , si α ∈ A(r)(Ω) tel que ∂¯α = 0
et 〈α, ψ〉 = 0 pour tout ψ ∈ D(r)(Ω) et ∂¯
∗ψ = 0 , alors il existe u ∈ A(r−1)(Ω) tel que
∂¯u = α.
Pour se mettre dans le cas q-convexe , il suffit de prendre Ω2 = ∅.
Ainsi nous pouvons établir la preuve de notre résultat.
0.2.2 Preuve du théorème 0.1.1
La preuve est identique à celle de Dufresnoy [1]. En effet faisons les détails :
Le cas où Γ est borné.
On choisit un nombre R tel que Γ = ΓR et on notera Ω
R
ν = Ων . Quitte à extraire
une sous-suite de la suite (Ων)ν initiale , on peut supposer qu’il existe 0 < η <
1
2
tel
que
{z ∈ Cn; d(z,Γ) < ηp
ν+1
} ⊂ Ων ⊂ {z ∈ C
n; d(z,Γ) < ηp
ν
}.
Soit ω ∈ W r(Γ) , r > q avec ∂¯ω = 0. Désignons par ω˜ un prolongement de ω qui
soit à coefficients dans C∞(Cn). Il n’y a aucune raison pour que ∂¯ω˜ = 0 , mais
néanmoins, il existe une constante CN,s telle que ‖∂¯ω˜‖(s,Ων) 6 CN,sη
Npν (où Npν est
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un réel dépendant de R) pour tout entier s car ∂¯ω˜ est identiquement nul sur Γ ainsi
que toutes ses dérivées. On désigne par hν une solution de ∂¯hν = ∂¯ω˜ dans Ων fournie
par le lemme 0.2.2 ; on a donc
‖hν‖(s+1,Ων+1) 6Ms
1
2
ην+1−(s+1)‖∂¯ω˜‖(s,Ων)
en remarquant que
Ων+1 ⊂
{
z ∈ Ων : d(z,Ω
c
ν) >
1
2
ηp
ν+1
}
.
Considèrons alors sur Ω2 la forme différentielle ω˜−h1 , on a évidemment ∂¯(ω˜−h1) = 0
, il existe donc une solution α1 une (r − 1)-forme différentielle fournie par le lemme
0.2.2 telle que ∂¯α1 = ω˜ − h1. En outre sur Ων+2 pour tout ν > 1 , on considère la
forme différentielle hν − hν+1 qui est ∂¯-fermée et en vertu du lemme 0.2.2 on désigne
par αν+1 une solution de l’équation ∂¯αν+1 = hν − hν+1. On a donc
‖αν+1‖(s+2,Ων+3) 6 Ms+1
(
1
2
ηp
ν+2
)−(s+2)
Ms
(
1
2
ηp
ν+1
)−(s+1)
‖∂¯ω˜‖(s,Ων)
par suite
‖αν+1‖(s+2,Ων+3) 6 MsMs+1
(
1
2
ηp
ν+2
)−(2s+3)
‖∂¯ω˜‖(s,Ων).
Ainsi en majorant ‖∂¯ω˜‖(s,Ων) , on a
‖αν+1‖(s+2,Ων+3) 6MsMs+1CN,s
(
1
2
ηp
ν+2
)−(2s+3)
× ηNpν .
On choisit alors N suffisamment grand pour que cette inégalité , jointe au lemme
de Sobolev fournit la convergence de la série
∑
αν dans W
r(Γ) muni de la topologie
quotient de celle de C∞(Rn).
Le cas r > q.
Soit ω ∈ W r(Γ) telle que ∂¯ω = 0. Il existe une suite (un)n avec un ∈ W
(r−1)(Γn)
, telle que ∂¯un = ω|Γn d’après le paragraphe 2.2.1. On peut modifier la suite (un)n
de telle sorte que un+1|Γn = un pour tout n. Pour s’en convaincre il suffit de montrer
que un+1|Γn − un peut se prolonger en une (r − 1)-forme différentielle ∂¯-fermée sur
Γn+1. En effet , puisque ∂¯(un+1|Γn − un) = 0 , il existe donc v ∈ W
(r−2)(Γn) telle
que ∂¯v = un+1|Γn − un. Notons v˜ un prolongement de v dans Γn+1 et ∂¯v˜ est le
prolongement cherché.
La série
∑
un ainsi modifiée converge évidemment dans W
(r−1)(Γ) et la somme
u de la série vérifie ∂¯u = ω.
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Le cas r = q.
Pour ce cas , il suffit comme dans [1] d’établir le lemme suivant :
Lemme 0.2.6
Soit Γ un fermé de Cn possédant la propriété (λ′) et deux nombres réels R et R′
avec R < R′ ; si f ∈ W q−1(ΓR) est telle que ∂¯f = 0 alors f est limite dans W
q−1(ΓR)
de (q − 1)-formes différentielles ∂¯-fermées dans ΩR
′
1 .
Preuve
Soit f˜ une extension de f à Cn. On a ∂¯f˜ est nulle sur ΓR ainsi que toutes ses dérivées.
En notant hν la solution de l’équation ∂¯hν = ∂¯f˜ dans Ω
R
ν fournie par le lemme 0.2.2
, et le fait que ∂¯f˜ est nulle sur ΓR ainsi que toutes ses dérivées, il existe donc une
constante CN,s telle que ‖∂¯f˜‖(s,Ων) 6 CN,sη
Npν . Posons h0 = f˜ et considèrons la
forme différentielle hν − hν+1 qui est ∂-fermée sur Ω
R
ν+1. Il existe alors αν+1 solution
de l’équation ∂¯αν+1 = hν − hν+1 telle que
‖αν+1‖(s+2,ΩRν+2) 6MsMs+1CN,s
(
1
2
ηp
ν+2
)−(2s+3)
× ηNpν .
On obtient la convergence de la série
∑
(hν − hν+1)|ΓR dans W
(q−1)(ΓR) munie de la
topologie quotient de celle de C∞r (C
n). On a ainsi
f = h0 − hν|ΓR +
∞∑
ν=1
hν − hν+1|ΓR.
Pour p assez grand ,
fN = h0 − h1 +
N∑
ν=1
hν − hν+1|ΓR
est une (q−1) forme ∂¯-fermée dans ΩRp et fN |ΓR −→ f uniformément dansW
q−1(ΓR).

0.3 Résolution locale du ∂¯
Notons que dans cette partie on définit une q-convexité qui contient toutes les
classes d’ouverts strictement q-convexes et contient celle de Ho [4].
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0.3.1 Préliminaires
Soit Ω ⊂ Cn un ouvert, on considère la fonction continue δ = δΩ : C
n → R
définie par :
δ(z) = δΩ(z) =:
{
- -dist(z, ∂Ω)pourz ∈ Ω¯,
+dist(z, ∂Ω)pourz /∈ Ω¯
Où dist(.,.) est la distance euclidienne.
Si ∂Ω est de classe C2 alors il existe un ouvert U de ∂Ω tel que δ est de classe C2
dans U .
Soit f une fonction de classe C2. On note par λf1(z) 6 . . . 6 λ
f
n(z) les valeurs
propres de la forme de Lévi
L(f, z)(ξ) =
n∑
i,j=1
∂2f
∂zi∂z¯j
(z)ξiξj.
Définition 0.3.1
• Soit Ω ⊂ Cn un domaine à bord lisse de classe C2 et soit z0 ∈ ∂Ω. Supposons
que U est un voisinage ouvert de z0 , et soit ̺ ∈ C
2(U,R) une fonction telle que
Ω∩U = {̺ < 0} , et d̺ 6= 0 sur ∂Ω. Soit q > 1 un entier , on dit que Ω est q-convexe
(resp. strictement q-convexe ) en z0 si la forme de Lévi
L(̺, z)(ξ) =
n∑
i,j=1
∂2̺
∂zi∂z¯j
(z)ξiξj, ξ ∈ C
n,
admet au moins (n − q) valeurs propres positives (resp. strictement positives) sur
l’espace tangent holomorphe
T 1,0z (∂Ω) =
{
ξ ∈ Cn|
n∑
j=1
∂̺
∂zj
(z)ξj = 0
}
, z ∈ ∂Ω
pour tout z ∈ V ∩∂Ω , où V est un voisinage ouvert de z0 dans C
n. Ω est q-convexe s’il
est q-convexe en tout point de ∂Ω. Si Ω est non borné, alors il est dit q-complet (au
sens de Andreotti et Grauert) si et seulement si Ω admet une fonction d’exhaustion
de classe C2 dont sa forme de Levi admet au moins (n − q + 1) valeurs propres
strictement positives en chaque point de Ω.
Notons que q-complet au sens de Andreotti et Grauert pour un domaine borné à
bord de classe C2 est q-convexe (voir [6] page 144).
Remarque 0.3.2
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Soit Ω ⊂ Cn un domaine q-convexe au voisinage de z0 et à bord lisse de classe
C2. Alors il existe un voisinage de z0 dans Ω¯ qui admet une base de voisinages de
domaines strictement q-convexes (voir lemme 2.1 dans [6]).
Lemme 0.3.3 ([6] lemme 2.1)
Soit Ω ⊂ Cn un domaine q-convexe au voisinage de z0 et à bord lisse de classe C
2
alors il existe un ouvert U ⊂ Ω arbitrairement petit pour lequel il existe un voisinage
V de z0 dans C
n et une base de voisinages d’ouverts (Uε)06ε6ε0 , ε0 > 0 , strictement
q-convexes avec une fonction définissante ρε de classe C
2 dans un voisinage de U¯
satisfaisant :
1. U ∩ V = Ω ∩ V et U = U0 .
2. Il existe a > 0 et b > 0 indépendants de ε tels que pour 0 < ε 6 ε0 , on a :
{dist(.,U) 6 aε} ⊂⊂ Uε ⊂⊂ {dist(.,U) 6 bε}.
3. (ε, z) 7→ ρε est de classe C
2 dans un voisinage de [0, ε0]× U .
4. Il existe des réels positifs a1 et b1 indépendants de ε tels que pour ε ∈ [0, ε0]
et z ∈ Uε on a :
a1|ρε(z)| 6 |δUε(z)| 6 b1|ρε(z)|.
5. Il existe γ > 0 indépendant de ε tel que pour tout z ∈ Uε , on a : λ
ρε
q (z) > γ
ε
où λρε1 (z) 6 λ
ρε
2 (z) 6 . . . 6 λ
ρε
q (z).
0.3.2 La L2-estimation locale et résolution locale du ∂¯ avec
esti- mation jusqu’au bord
Soit ω0 = i
n∑
j=1
dzj ∧ dz¯j la métrique ka¨hlérienne standard sur C
n. Il existe des
métriques ka¨hlériennes ωε sur Uε , 0 6 ε 6 ε0, avec les propriétés suivantes ( lemme
3.1 dans J.Brinkschulte [6]) :
1. Soit γε1 6 . . . . 6 γ
ε
n les valeurs propres de i∂∂ − log(−ρε) relativement à ωε.
Alors on a pour 0 < ε 6 ε0 , γ
ε
1 + . . . .+ γ
ε
n >
1
−ρε
.
2. Il existe une constante M > 0 telle que εγ
q
ω0 6 ωε 6 Mω0 , pour tout
0 < ε 6 ε0 .
Le théorème suivant nous donne une résolution locale du ∂¯ jusqu’au bord dans
un domaine q-convexe de Cn (Voir J.Brinkschulte [6]).
Théorème 0.3.4
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Soit Ω ⊂ Cn un ouvert de classe C2 , et supposons que Ω est q-convexe au voisinage
de z0 ∈ ∂Ω. Alors il existe un système fondamental de voisinages U de z0 tel que
pour f ∈ C∞r (Ω ∩ U) avec ∂¯f = 0 , r > q , il existe u ∈ C
∞
r−1(Ω ∩ U) telle que ∂¯u = f .
Lemme 0.3.5 (Voir J.Brinkschulte [6])
Pour tout k ∈ N et f ∈ C∞r (U¯εk) avec ∂¯f = 0 , r > q , il existe u ∈ C
∞
r−1(Uεk) telle
que ∂¯u = f et
∀s ∈ N, ‖u‖(s+1,Uεk+1) 6
Ms
ε
s+2+r/2
k
‖f‖(s,Uεk),
où Ms est une constante indépendante de k.
0.3.3 Preuve du théorème 0.1.2
Dans la preuve du théorème 0.1.2 on remplacera le résultat de Kohn [7] de réso-
lution jusqu’au bord par celui de J.Brinkschulte [6] du théorème 0.3.4 qui donne la
résolution locale jusqu’au bord dans un domaine q-convexe de Cn.
Ecrivons les détails de la preuve :
Soit f ∈ W r(Γ ∩ U¯) telle que ∂¯f = 0 avec r > q. Puisque la solution est locale,
alors on peut prendre Γ borné d’où il existe R > 0 tel que Γ = ΓR. Ainsi si z0 ∈ Γ alors
∀ν , z0 ∈ Ω
R
ν . Considèrons (Uε)ε la famille de voisinages de z0 donné par le lemme
0.3.3 et f˜ une extension de f à U¯ε1 , alors ∂¯f˜ est une (r + 1)-forme différentielle
∂¯-fermée dans U¯ε1. Désignons par hν une solution de l’équation ∂¯hν = ∂¯f˜ dans Uεν ,
ν > 1 , fournie par le lemme 0.3.5 ;
on a donc
‖hν‖(s+1,Uεν+1) 6
Ms
ε
s+2+r/2
ν
‖∂¯f˜‖(s,Uεν ).
Considèrons sur Uεν+2 la forme différentielle hν − f˜ dans Uεν+2 , qui est ∂¯-fermée ;
désignons par αν une solution de l’équation ∂¯αν = hν− f˜ fournie par le lemme 0.3.5.
On a
‖αν‖(s+2,Uεν+3 ) 6
Ms+1
ε
s+3+(r−1)/2
ν
‖hν − f˜‖(s+1,Uεν+2 ).
Soit encore
‖αν‖(s+2,Uεν+3) 6
MsMs+1
ε2s+r+4ν
‖∂¯f˜‖(s,Uεν ).
On peut choisir f˜ de sorte que pour tout s,N ∈ N, on ait une constante C indépen-
dante de ν telle que ‖∂¯f˜‖(s,Uεν ) 6 C‖∂¯f‖(s,Uε1). Par conséquent
‖αν‖(s+2,Uεν+3) 6
MsMs+1Cb
N
ε2s+r+4−Nν
= KεN−(2s+r+4)ν .
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On choisit alors N > 2s+ r+4 pour que cette inégalité , jointe au lemme de Sobolev
fournissent la convergence de Σαν dans W
r−1(ΓR∩ U¯). La somme α de la série vérifie
∂¯α = f .
0.4 Des exemples de fermés de Cn vérifiant la condi-
tion (λ′).
— Les fermés de Cn vérifiant la condition (λ) de Dufresnoy [1] vérifient la condi-
tion (λ′) car tout domaine pseudoconvexe est q-convexe , 1 6 q 6 n− 1.
— L’intersection localement finie d’adhérences d’ouverts strictement q-convexes
de Cn vérifie la condition (λ′).
En effet on procédera comme dans [1]. Ainsi désignons par ρ1, . . . , ρn . . . les
fonctions définissant les ouverts strictement q-convexes Un de classe C
2 ; au-
trement dit, ρn est de classe C
2 dans un voisinage Vn de C
q , le gradiant de
ρn ne s’annule pas sur ∂Vn et la restriction au plan tangent complexe de la
forme de Levi de ρn admet q + 1 valeurs propres strictement positives.
Pour R fixé , il existe n1, . . . , np tel que
ΓR = {z ∈ C
n; ρnj (z) 6 0; |z|
2 −R2 6 0}.
Quitte à composer les fonctions ρnj par une fonction convexe , on peut sup-
poser que les fonctions ρnj sont strictement q-convexes dans un voisinage de
la frontière de Unj ; donc
ΩRν =
{
z ∈ Cn; sup
j
ρj(z) <
1
2ν
}
est un ouvert q-convexe pour ν assez grand et que ∩ΩRν = ΓR.
Du fait que l’enveloppe supérieure d’une famille finie de fonctions lipschit-
ziennes est lipschitzienne , il existe une constante a telle que
ΩRν ⊃
{
z ∈ Cn; dist(z,ΓR) <
a
2ν
}
et la condition sur le gradiant des fonctions ρj fournit une constante b telle
que
ΩRν ⊂
{
z ∈ Cn; dist(z,ΓR) <
b
2ν
}
.
Si R′ > R , il existe un voisinage de ΓR′ tel que Ω
R
ν soit défini dans ce
voisinage de ΓR′ par des fonctions q-convexes. Si on choisit le voisinage de ΓR′
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q-convexe , on en déduit que toute (q− 1)-forme ∂¯-fermée définie dans ΩRν est
limite uniforme de (q − 1)-formes ∂¯-fermées dans ce voisinage de ΓR′ .
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